NMSA334: cviceni 3 — nahodny soucet ndhodnych velicin, proces vétveni

Necht X1, X5, ... jsou iid celoéiselné nezdporné ndhodné veli¢iny s rozdélenim {p;,j € No} a vytvo-
Fujici funkei P(s). Necht N je celo¢iselnd nezdporna ndhodné veli¢ina, nezavisld na posloupnosti {X;},
s rozdélenim {m,,n € No} a vytvorujici funkei II(s). Definujme Sp =0a Sy = X1 +---+ Xy pro N > 1.
Rozdéleni Sy oznaéme {hy, k € No} a vytvorujici funkei H(s).

Véta 3.1: Plati H(s) = II(P(s)), ESy = EN - EXy, var Sy = EN - var X; + var N - (EX7)2.

Piiklad 3.1: Necht {X;} je posloupnost iid ndhodnych veli¢in, které maji Poissonovo rozdéleni s para-
metrem «. Necht N je ndhodn4 veli¢ina s Poissonovym rozdélenim s parametrem A, nezavisla na {X;}.
Uvazujme nahodny soucet Sy = Zf;l X;. Urcete vytvorujici funkci Sy, stfedni hodnotu ESy a rozptyl
var Sy.

Priklad 3.2: Do obchodu pfijde za jednu hodinu N zdkaznikii, kde N m4a binomické rozdéleni s para-
metry 12 a 1/3. Kazdy z nich néco koupi s pravdépodobnosti 2/5. Spoctéte vytvorujici funkci, stfedni
hodnotu a rozptyl po¢tu platicich (kupujicich) zékazniki za jednu hodinu. Jaka je pravdépodobnost, ze
za jednu hodinu neprijde ani jeden platici zakaznik?

Galtonuav-Watsoniuiv model vétveni: Uvazujme populaci jedinct, ktefi davaji vznik jedinctim stejného
druhu. Predpokladame, ze chovani jedinci jsou navzajem nezavisla. Z kazdého jedince vznikne v dalsi
generaci k novych jedinct s pravdépodobnosti p, (k = 0,1,2,...). Ozna¢me X,, pocet jedinct v n-té
generaci. Ndhodnou posloupnost { X,,,n € Ng} nazgvame Galtoniv- Watsoniv proces vétveni. Predpoklé-
déme, Ze na poc¢atku (v nulté generaci) je jeden jedinec (tj. Xo = 1). Potom pocet jedincti v prvni generaci
ma rozdéleni {p,} a vytvorujici funkci P(s). Poéet jedinct v druhé generaci je Xo = Uy + ...+ Ux,,
kde U; jsou iid se stejnym rozdélenim jako X;. Z véty 3.1 vidime, ze Px,(s) = P(P(s)). Takto postupné
dostaneme pro pocty jedinct v n-té generaci vytvorujici funkci Px, (s) = Px, _, (P(s)) = P(Px,,_,(s)).

Véta 3.2: Necht {X,,} je Galtontiv-Watsontiv proces vétveni. Oznac¢me EX; = p a var X; = o2. Potom
pro kazdé n € N plati EX,, = u" avar X,, = o2 *(1+ p+ -+ p"L).

Oznacme &, = P(X,, = 0) = Px, (0) pravdépodobnost, Ze populace vymie do ¢asu n. Pak pravdé-
podobnost, ze vibec nékdy vymfe, je

& =P(Uy[X,, =0]) = lim &,,
n—00
protoze jevy [X,, = 0] jsou neklesajici. Vztah Px, (s) = P(Px, _,(s)) pro s = 0 znamend &, = P(&,—1).
Ze spojitosti P tak musi platit £ = P(€). Tato rovnice ma vzdycky feSeni £ = 1. Pro pg = 1 je hledana
pravdépodobnost praveé & = 1, pro pg = 0 je to £ = 0. Pro 0 < pg < 1 plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.3: Necht v Galtonové-Watsonové modelu vétveni je 0 < pp < 1. Pokud p < 1, potom £ = 1.
Pokud p > 1, potom £ € (0,1) a je to jediné feSeni P(s) = s v intervalu (0, 1).

Piiklad 3.3: Uvazujme model vétveni s pg = 1/5, p1 = 1/5, p2 = 3/5 a pr, = 0 pro k > 3. Urcete stiedni
hodnotu a rozptyl po¢tu jedinct v n-té generaci. Spoc¢téte pravdépodobnost vymieni populace. Urcete
rozdéleni poctu jedinct ve druhé generaci.

Definice 3.1: Posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,,n € Nyo} s hodnotami v diskrétni mnoziné S se
nazyva Markoviv Tetézec s diskrétnim casem a mmnoZinou stavi S, jestlize

P(XnJrl :j|Xn:ivanl:Z.nfla---vXOZZ.O):P(XnJrl:j|Xn:i)

pro v8echna n € Ny a v8echna ¢, j,4,-1,...,99 € S takova, ze P(X,, = ¢, Xp—1 = in-1...,X0 =0) > 0.
Podminéné pravdépodobnosti P(X,+1 = j | X, = i) = pij(n,n + 1) se nazyvaji pravdépodobnosti
prechodu ze stavu ¢ v ¢ase n do stavu j v ¢ase n+ 1. Podobné P(X,,m = j | X5, = 1) = pi;(n,n+m) pro
m € N se nazyvaji pravdépodobnosti prechodu m-tého tddu. Jestlize p;;(n,n + m) nezavisi na ¢asovych
okamzicich n a n + m, ale jen na jejich rozdilu m, fikdme, Ze prislusny Markoviv Fetézec je homogenni.



Priklad 3.2: Ovéite, ze Galtontv-Watsoniv proces vétveni je homogenni Markovuv fetézec. Jak vy-
padaji pravdépodobnosti prechodu? Vyjadfete pravdépodobnosti pfechodu ze stavi 0, 1 a 2 pro pfipad
z prikladu 3.1.

NMSA334: cviceni 4 — klasifikace stavi, Perronuv vzorec

Priklad 4.1: Necht {X,,,n € Ny} je homogenni Markoviv fetézec s diskrétni mnozinou stavii S. Dokazte,
ze
P(Xern - knmeJrnfl - knflv cee 7Xm+1 = kl | Xm - 'L)
=P(Xp, =kn, Xn-1=kn-1,..., X1 =k | Xo=1)

pro kazdé i, k1, ..., k, € S a kazdé m,n € N.

Klasifikace stavia: V kazdém homogennim Markovové Fetézci mlzeme rozlisit trvalé (s pravdépodob-
nosti 1 se po koneéné mnoha krocich vratime) a piechodné (s kladnou pravdépodobnosti se nevratime)
stavy. U trvalych stavl navic rozliSujeme nenulové (stfedni doba prvniho navratu je koneéna) a nulové
(stfedni doba prvniho névratu je nekone¢énd) stavy. Dalsi mozné déleni je na periodické a neperiodické

stavy.
Oznacime-li pg-?) pravdépodobnost prechodu n-tého fadu ze stavu j do stavu 7, pak pro stav j plati,
Ze je:
(i) trvaly pravé tehdy, kdyz > -, p§?) = o0,
(ii) trvaly nulovy pravé tehdy, kdyz p;?)

(iii) periodicky pravé tehdy, kdyz d; = NSD{n € N: p§?) >0} > 1.

— 0,
n—00

Véta 4.1 (Perronuv vzorec): Nechf A je étvercova matice, jejiz vlastni ¢isla jsou A1, ..., A s ndsob-
nostmi myq, ..., mg. Pak plati
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Piiklad 4.2: Necht { X,,, n € N} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym
rozdélenim na mnoziné {—1,0,1}. Uvazujme posloupnost Y,, = max{Xy,..., X, }. Ukazte, Ze se jednd
0 homogenni Markovuv fetézec. Urcete matice pravdépodobnosti pfechodu vsech fadu. Klasifikujte stavy
fetézce {Y,,,n € N}.

Priklad 4.3: Mé&jme neomezenou zasobu kuli¢ek a k ptihradek. V kazdém kroku jednu kulicku ndhodné
vlozime do jedné z prihradek. Necht X, oznaduje polet obsazenych pfihrddek v ¢ase n. Ukazte, Ze
{X,,n € N} je homogenni Markoviv fetézec, urete matici pravdépodobnosti pfechodu a klasifikujte
stavy Tetézce.

Priklad 4.4: Je ddn Markoviv Fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu

0 1/2 1/2
P=|(1/2 0o 1/2],
1/2 1/2 0

tj. jde o ndhodnou prochazku na trojahelniku. Spoctéte P". Klasifikujte stavy retézce.

Pfiklad 4.5: Uvazujme Markoviv Fetézec s mnozinou stavi S = {0,1} a matici pravdépodobnosti

prechodu
1—a a
= (13" 1)

kde 0 < a,b < 1. Spoctéte P™. Urcete rozdéleni ¢ast prvniho navratu do stavi 0 a 1. Pomoci obdrzenych
vysledku klasifikujte stavy fetézce.



